अध्याय 
(त्रिविमयि ज्यामिति 


।.] समग्र अवलोकन (Overview) 


..। किसी रेखा की दिक्कोज्याएँ उन कोणों की कोज्याएँ (८०४१९8) हैं जो वह रेखा निर्देशांक अक्षों 
की धनात्मक दिशाओं के साथ बनाती है। 


.].2 यदि ॥, #, # किसी रेखा की दिक्कोज्याएँ हें , तो 2 + #? + #? = | होता है। 
..3 दो बिंदुओं ? (५, ),, 2) और 0 (५,, »,, 2.) को मिलाने वाली रेखा की दिक्कोज्याएँ होती है: 
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PQ = (क | + (ys i )7 +(22 -<॥ )7 है। 
4..4 किसी रेखा के दिक-अनुपात वे संख्याएँ हैं जो उस रेखा की दिक्कोज्याओं के समानुपाती होती हैं। 
.4.5 यदि किसी रेखा की ॥, 7, # दिक्कोज्याएँ हैं और ८, ७, ८ दिकअनुपात हैं, तो 


+a +b +c 





 Ja+bl+c लि आप कान पळ ose 
।4.।.6 विषमतलीय रेखाएँ त्रिविमीय आकाश ( 574००) में ऐसी रेखाएँ होती हैं जो न समांतर हैं और 
न ही प्रतिच्छेदी। ये भिन्न-भिन्न तलों में स्थित होती हैं। 


4..7 दो विषमतलीय रेखाओं के बीच का कोण उन दो प्रतिच्छेदी रेखाओं के बीच का कोण है, 
जो किसी बिंदु से (मूलबिंदु को प्राथमिकता देते हुए) इन विषमतलीय रेखाओं में से प्रत्येक 
के समांतर खींची जाती हैं। 


..8 यदि /, /,, 7, और ,, #,, 7, दो रेखाओं की दिक्कोज्याएँ हैं तथा इन दोनों के बीच का न्यून 
कोण 6 है, तो 





९080 = [Ls Hm my + nny | 
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..9 यदि ८,, ७,, ८, और ८,, ७, ८, दो रेखाओं के दिक्‌-अनुपात हैं तथा इन दोनों के बीच का 


je 2? 2 


न्यून कोण है, तो 


ajay +b by +cjcs 


Ja? +a? +a +a; +4; . +७१५७ +by +b; 








cos9= 








...0 एक रेखा, जो स्थिति सदिश द वाले एक बिंदु से होकर जाती है और एक दिए हुए सदिश 
ह के समांतर है, की सदिश समीकरण #-द+2.8 होती है। 


4.।.।! एक बिंदु (५, ),, 2,) से होकर जाने वाली तथा दिक्कोज्याएँ !, #, # (या दिक्‌-अनुपात 
4, ७, ८) वाली रेखा की समीकरण होती हैः 





x4 YY 2-2 [ YM 
|] m n b ८ 


4..2 स्थिति सदिशों ८ और & वाले दो बिंदुओं से होकर जाने वाली रेखा की सदिश समीकरण 
#>द्वं+).(9-) है। 
..3 दो बिंदुओं (५,, ५, 2,) और (५,, »,, 2.) से होकर जाने वाली रेखा की कार्तीय समीकरण 


X_N a 


XM JT 2272 





होती है। 


4.4.4 यदि 7=द्, +^, और 7=द्व,+^ॐ, रेखाओं के बीच का न्यून कोण 6है, तो 6 
निम्नलिखित से प्राप्त किया जाता है: 


$ 


|b, -B,| 


<| या 9=८०8! < 
92 


ie 


xx ४-9» हट XX) ४-७» 2-2 ओं 
I4...]5 यदि 7 ~= = और 7 “=-= दो रेखाओं की समीकरण 
] mm m 2 777 Lo) 


हैं, तो इन रेखाओं के बीच का न्यून कोण 0 निम्नलिखित से प्राप्त होता हैः 


९080 = | Ly +r my +7 72 | 
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4..6 दो विषमतलीय रेखाओं के बीच की न्यूनतम दूरी उस रेखाखंड की लंबाई होती है जो इन 
दोनों रेखाओं पर लंब हो। 


..7 रेखाओं 7=द, +^, और 7=द्व,+^b, के बीच की न्यूनतम दूरी निम्नलिखित होती है: 

















XM YY 2a और XX _ Y—Y2 


X _ 222 
..8 रेखा र हू ठ I ठ के बीच को न्यूनतम 
दूरी हैः 
ATM YT ATA 
dl b, ८ 
छः bs C2 








(0०-००) +(crag cya)? + (aby ab)? 


.4.9 समांतर 7=द, +७ और 7=द्व, +^} रेखाओं के बीच की दूरी हैः 


b%(दे,- द) 


¢ 








4..20 एक समतल की सदिश समीकरण, जो मूलबिंदु से दूरी # पर है तथा उस समतल पर 
अभिलंब मात्रक सदिश में हे, 7.# = होती है। 


4..2 उस समतल की समीकरण, ।४ +) +72 = होती है। जिसकी मूलबिंदु से दूरी 7 है 
और जिसकेअभिलंब की दिक्कोज्याएँ (70, 7 हें | 

॥।..22 उस समतल की समीकरण, जो उस बिंदु से होकर जाती है जिसका स्थिति सदिश ८ है 
और जो सदिश ह पर लंब हे,(#- ढ).7=0 या 7.7 =4 होती है, जहाँ 4 = दर.# है। 


4..23 उस समतल की समीकरण, जो दिक्‌-अनुपातों ८, 9, ८ वाली एक रेखा पर लंब है और एक 
दिए हुए बिंदु Ces ह) से होकर जाता है, a(x -— x,) +bO- y,) +e(Z- 2,) 
0 होती है। 
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.4.24 तीन अंसरेखी बिंदुओं (४,, ),, 2,), (४, 3),, 2,) और (१, »,, 2,) से होकर जाने वाले समतल 
की समीकरण 


~ ञी 2-2 
x YN 2-4 | होती है। 


..25 स्थिति सदिश द|, 7 वारः तीन! असरैखी!बिंदुओं को अंतर्विष्ट करने वाले समतल की 
सदिश समीकरण (7-दर) [ द)x(E 4) | =0 होती है। 





.4.26 निर्देशांक अक्षों को (८, 0, 0), (0, 9, 0) और (0, 0, ८ ) पर काटने वाले समतल की समीकरण 


क +---- होती है। 


a Cc 
4.4.27 समतलों 7.7, =4, और 7.7, =, के प्रतिच्छेदन से होकर जाने वाले किसी समतल की 
सदिश समीकरण (7.# -4,) +)(7 .7 -4,)=0 होती है, जहाँ ), कोई शून्येतर अचर है। 


..28 दिए हुए दो समतलों ^,४+ 8,५ + ९,2+ D, = 0 और 4,४ + B, + C८ + D, = 0 के 
प्रतिच्छेदन से होकर जाने वाले समतल को कार्तीय समीकरण (^,४ + B,५ + ९,2 + D,) 
+ ) (Ax + B, + C,2+ D,) = 0 जहाँ ), कोई शून्येतर अचर है। 


.4.29 दो रेखाएँ 7 = र +} और 7 = 6, +^, सह-तलीय होती है, यदि 


(द, -@;) . (ॐ % b,)=0 हो। 


I...30 दो रेखाएँ ˆ =>» 2 4 और 2-2 22 2 “2 समतलीय होती हैं, यदि 
a | Cl Mo) 2 C2 





MM YN 2A 
a b, C 


92 by C7 =0 हो। 
4.।.3। सदिश रूप में, यदि दो समतलों 7.7, = 4, और 7 .#, = 4,, के बीच का न्यून कोण 


6 हो, तो =८०४! i - | होता हे। 


| | | ह | १2 | 
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S| 


=। 





4.4.32 रेखा 7= ठ +} और समतल 7 . # = 4 के बीच का न्यून कोण 6,५१ 95 


St 
=! 


प्राप्त होता है। 
॥.2 हल किये हुए उदाहरण 


संक्षिप्त उत्तरीय प्रशन (5.4.) 
उदाहरणा | यदि किसी रेखा केदिक्‌-अनुपात ।, ], 2 हैं, तो उसकी दिक्कोज्याएँ ज्ञात कीजिए। 
हल दिक्कोज्याएँ निम्नलिखित से प्राप्त होती हैं। 


a b _ ८ 


l= =, m= ,n= 
Ja? +b +c? +B +८? Ja +b? +c? +97+८* (दे आफ कह +977+८* 


यहाँ ८, ७, ८ क्रमशः ।, ।, 2, हैं। 





l 2 


l 
अतः, । = [गाळ m= कफ n= र्ज़्डे 
I +7+2° T+YF+2° I +T+2: 











] ] 9 K/y दिककोज्यएँ 
अर्थात, =, m=, n= अर्थात ४ 7-7, = ज्याएँ हैं 
र्थात्‌, ह््व््ट््ह, र्थात्‌ । 76 | दी हुई रेखा की दिक्कोज्याएँ हैं। 
उदाहरण 2 बिंदुओं ? (2,3, 5) और ९ (-।, 2, 4) से होकर जाने वाली रेखा की दिक्कोज्याएँ ज्ञात कीजिए। 
हल बिंदु ? (४,, ),, 5.) और ९ (2, ),„ ,) से होकर जाने वाली रेखा की दिक्कोज्याएँ 


AM YN 2a हैं 
PQ ‘PQ ‘PQ होती हैं। 





यहाँ PQ = न (5, -0) +(०-थ) (xy NX ) ‘+ ( JT} ) ‘+ ( 252] ) 


ब कि 00% 2: कब = क्रिकाकी = Jl 
अतः दिक्कोज्याएँ हैं। 





नज 


-3 - न्य. च्च + ] 7] 
CO a) CTI 


— 
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उदाहरण 3 यदि कोई रेखा », और £ अक्षों की धनात्मक दिशाओं से क्रमशः 30°, 60° और 90° 
के कोण बनाती है, तो उसकी दिक्कोज्याएँ ज्ञात कीजिए। 
हल उस रेखा की दिक्कोज्याएँ जो, अक्षों से ०, 3,7 कोण बनाती हैं, ८०५०, ००५), ८०5% होती हैं। 


वका [N33 हे ड 
अतः, उस रेखा की दिक्कोज्याएँ ०0530, ००560, ८०५90१, अर्थात्‌ £ 33 0 | हैं। 


उदाहरण 4 बिंदु 0 (2, 2, ) और र (5, ।, -2) को मिलाने वाली रेखा पर स्थित किसी बिंदु का 
+-निर्देशांक 4 है। इसका ट-निर्देशांक ज्ञात कौजिए।. 


हल मान लीजिए कि बिंदु ? रेखाखंड र को ),: । के अनुपात में विभाजित करता है। तब, ? के 
निर्देशांक हैं। 





Sh+2 N+2 —2h+l 
Fl sl sl 


52+2 
परंतु ? का 2- निर्देशांक 4 है। अतः, .उत 7 २१०८ 
निर्देशांक —2h+Il 
इसलिए, ? का 2- निर्देशांक = त] ~! 


उदाहरण 5 उस बिंदु की समतल # .(£- 27 +4#) =9 से दूरी ज्ञात कीजिए जिसकी स्थिति 
सदिश (27+7-) है। 


हल यहाँ ८ = 2£+}-£ , ॥#=!-27+4 है तथा 4 = 9 है। 


| (2+7-#).(t-23+4f)- 9 








अतः, वाँछित दूरी र ाहब्डात 
के हर +4+I6 
[2-2-4-9|_ 3 
PDI ४2 
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x+3_y-4_2+8 


उदाहरण 6 बिंदु (_ 2, 4, - 5) को रेखा र र ठ 


दूरी ज्ञात कीजिए। 


हल यहाँ ? (-2,4,-5) दिया हुआ बिंदु है। रेखा पर कोई भी बिंदु 0 (3), -3, 5), +4, (6\ -8 ) है। 
अतः, 90 = (3, -]) +5) }+(6\-3) . 


P (2,4, -5) 
क्योंकि एठ । (3†+5.+6/) है, इसलिए हमें प्राप्त होता है। 
3 (38 -I)+5(5A)+6(6\-3)=0 
या 9), + 250, + 36), = 2 , अर्थात्‌ ^ = उ 
__ !5,I5 ; I2. ~ | 
इस प्रकार, 00 = = एप 
पल JO IO आकृति 77.7 


अतः | PQ न्‍्प ५ी+225+44 - i 


उदाहरणा 7 उस बिंदु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए, जहाँ बिंदुओं (3, -4,-5) और (2, -3, ।) से होकर 
जाने वाली रेखा तीन बिंदुओं (2, 2, ]), (3, 0, ।) और (4, -।, 0) से होकर जाने वाले समतल को 
काटती है। 


हल तीन बिंदुओं (2, 2, ।), (3,0, ।) और (4,-।,0) से होकर जाने वाले समतल की समीकरण हैः 
[( —(2i+2} +f) [¢ 2x -j-k )| =0 


अर्थात्‌ F.(2f+7+k)=7 या 2५+) +2-7=0 ... (]) 

बिंदुओं (3, -4,-5) और (2, - 3, )) से होकर जाने वाली रेखा की समीकरण हैः 
#3 y+4 2+5 
= I 6 


रेखा (2) पर स्थित कोई भी बिंदु (-\, +3, \-4,6\-5) है। यह बिंदु समतल (।) पर स्थित 
है। अतः,2 (-\ +3) + (\-4) + (60, - 5) -7 = 0, अर्थात्‌ \ = 2 है। 


अतः वाँछित बिंदु (।, - 2, 7) हैं। 





... (2) 
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दीर्घ उत्तरीय (0...) 


उदाहरण 8 रेखा 7=27-7+2£+^(37+47+2#) और समतल ह. (77+) = 5 के प्रतिच्छेद 
बिंदु से बिंदु (-।, -5, - ।0) की दूरी ज्ञात कीजिए। 

हल दिया है; 7=2£-7+2+)(3£+47+2f) और 7. (#- 7+) = 5 इन दोनों समीकरणों को 
हल करने पर, [(27-7+2/)+(37+47+2)]. -7+)=5 जिससे ^, = 0 प्राप्त होता है। 


अतः, रेखा और समतल का प्रतिच्छेद बिंदु (2, ।,2) है। तथा अन्य गबिंदु (- ।,- 5, - ।0) है। अतः 





इन बिंदुओं के बीच को दूरी ((2-(-7| +s 2-0 +[-I+57?+[2-(-I0)7 अर्थात्‌ ।3 है। 
उदाहरणा 9 कोई समतल निर्देशांक अक्षों ^, 8, € पर इस प्रकार मिलता है कि बिंदु (0  ) 


AABC का केद्र्क है। दर्शाहए कि उस समतल की समीकरण - + 7 +त =3है। 


हि 
by 
हल मान लीजिए कि समतल की समीकरण 


x ट्‌ 
+ ड +=] हे l 
a b ८ 


तब, A,B और ९ के निर्देशांक क्रमशः (८, 0, 0), (0,9,0) और (0, 0, ८) है। त्रिभुज AABC का केंद्रक 





MM) VY, 2[+ 59 + 253 अर्थात्‌ abc है 
3 ड” 3 शत्‌ ३३१3 हैं 
परंतु 4 ABC के केद्रक के निर्देशांक (७, 5, १) हैं। (दिया है) 
a b ८ 
अतः ०५३ ५,85 ५ और = ठ है, अर्थात्‌ ० = 3०, = 33 और ८ = 3% है। 


इस प्रकार, समतल की समीकरण 
क 
a B 
उदाहरण 0 उन रेखाओं के बीच का कोण ज्ञात कीजिए जिनकी दिक्कोज्याएँ 37+ + 57 = 0 और 
677 - 2nl + 5m = 0 समीकरणों से प्राप्त होती हैं । 


ट्‌ 
+ =3है। 
Yd 
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हल दोनों समीकरणों से # का विलोपन करने पर, 


=> 22 +3 In+P=0O 
= (0 + (२४ + (0 5८ 0 
=> या तो॥=-7या!=-2n 


अब, यदि l=-n, तो # = - 27 है; 

तथा यदि (<- 20, तोm =n है। 

अतः दोनों रेखाओं के दिक-अनुपात - 7, -27, # और -27, #, 7, के समानुपाती हैं, अर्थात्‌ 
।, 2, - और -2, 7, 7. 


अत; इन रेखाओं के समांतर सदिशों की समीकरण क्रमशः हैं: 
८ =;+2]-ह और }=-2+}j+%, 
यदि इन रेखाओं के बीच का कोण ७ है, तो 


a! 
St 





cos 0 = 7 


b 


(i+ 2} — ६). (-2i+ jk ] I 
JY + की 6 








| 
अतः, 06 = cos! NG है। 2 (|, 8, 4) 


उदाहरण ]। बिंदु & (, 8, 4) से बिंदुओं 8 (0, -।, 3) 

और € (2, -3, -]) को मिलाने वाली रेखा पर डाले गए 

लंब के पाद के निर्देशांक ज्ञात कोजिए। 

हल मान लीजिए कि [बिंदु ^ (।,8,4) से 8 और € 

बिंदुओं को मिलाने वाली रेखा पर डाले गए लम्ब का पाद B i, EE 

है, जैसा कि आकृति ।7.2 में दर्शाया गया है। सूत्र (” '” Mi 


7 =+ (ह - ८), का प्रयोग करने पर, रेखा 80 की आकृति 77.2 


2/04/2048 


त्रिविमयि ज्यामिति 223 


समीकरण 7 = [-/+3६+१(2-2/-4) है। 
ते xi+yi+zk =2Ai-(2A+)j+ (3-44)k 
दोनों पक्षों की तुलना करने पर, हमें प्राप्त होता हैः 
x=2hy=-(CN+T,z=3-4h (l) 
इस प्रकार, 7. के निर्देशांक (2), - (2), + ]), (3 - 44), हैं, जिससे रेखा ^! के दिक्‌-अनुपात 
(-2)),8+ (20. + ), 4- (3 - 49), हैं, अर्थात्‌ । - 2), 2), + 9, । + 4) हैं। 
क्योंकि ^ ,8C पर लंब है, इसलिए हमें प्राप्त होता हैः 
I-2MC-O+ON+DCI+ID+(AN+ICI-3)=0 


अभीष्ट बिंदु, समीकरण (!) में » का मान प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता है, जो [ड | : | ड) है। 





-+] 2-2 
हा =~ 3 के सापेक्ष बिंदु ? (, 6, 3) का प्रतिबिंब ज्ञात कीजिए। 
हल मान लीजिए कि ? (], 6,3) दिया हुआ बिंदु है तथा मान लीजिए कि ? से दी हुई रेखा पर डाले 


X 
उदाहरण 2 रेखा [् 











गए लंब का पाद [, है। दी हुई रेखा पर स्थित व्यापक बिंदु के निर्देशांक “ | मन अल र 2३9 


अर्थात्‌ * = ^, ) = 2 + । और ८= 3 +2 है। यदि 7. के निर्देशांक (^, 2) + , 3), + 2) हैं, तो PL 
के दिक-अनुपात ) - ।, 28 - 5, 3 - | हैं। परंतु दी हुई रेखा के ०, 6, 3) 
दिक्‌-अनुपात, जो |, पर लंब है, ।, 2, 3 है। अतः, (\- ।)  + 

(24-5) 2+ (3% - ]) 3 = 0 जिससे ) = | प्राप्त होता है। अतः. के 

निर्देशांक (।; 3, 5) हैं। मान लीजिए कि दी हुई रेखा में ? (।, 6, 3) का ° 








प्रतिबिंब 0 (१, ), 2,) है। तब ], रेखाखंड 76 का मध्य बिंदु है। 
अतः, EE NN है 6 =3 तथा र +3 =5 
ह 2 Q 
आकृति 77.3 
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न x,=l, »[50, 2 57 

अतः, दी हुई रेखा में (।, 6, 3) का प्रतिबिंब (।, 0, 7) है। 

उदाहरण ।3 समतल 7 - | 0 ६ +3=0 में उस बिंदु का प्रतिबिंब ज्ञात कीजिए जिसका स्थिति 
सदिश ?+3}+4# है। 

हल मान लीजिए कि दिया हुआ बिंदु P | i+37 +4f ] है तथा समतल 7 . (2i — F +k ] में 0 
बिंदु ? का प्रतिबिंब है, जैसा कि आकृति ।।.4. में दर्शाया गया हे। ए 


तब, 70 इस समतल का अभिलंब होगा। क्योंकि 70), ? से होकर जाती है 
तथा समतल पर लंब हे, इसलिए PQ की समीकरण निम्नलिखित होगी- 


r= (i +3 i +4f +A | 9- i + ६] 


क्योंकि बिंदु 0 रेखा 70 पर स्थ्ति है, इसलिए 0 के स्थिति सदिश को 
निम्नलिखित रूप में व्यक्त कर सकते हैं: 





(+3/+46)+ # [2-/+£), 


० 
अर्थत्‌ (।+24)!+ (3-4)7+(4+2)f आकृति 77.4 
क्योंकि र रेखाखंड [20 का मध्य-बिंदु है, इसलिए र का स्थिति सदिश हैः 


[( I+2A)i+ (3-2) /+(4+2.) ६ | + [i +3/+4f ॥ 
2 





^ 2५ ) 2. N\A 
अर्थात्‌ 0५0 कल [5 


पुनः, क्योंकि 2२ समतल + - (2-7+)+3=0 पर स्थित है, इसलिए 


| A+I)i+ 3- 5) HIE | 4+ ड) वि | (2-7 +k)+3=0 


> N= -2 
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अतः, 0 का स्थिति सदिश (:+3/+4f) i) (2: - j+k) अर्थात्‌ _3+5/ +2 है। 


वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 

उदाहरण 4 से 9 तक प्रत्येक में, दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए: 
उदाहरण ।4 बिंदु (2, 5, 7) से »- अक्ष पर डाले गए लंबपाद के निर्देशांक हैं। 

(A) (2,0, 0) (8) (0, 5, 0) (©) (0,0,7) 09) (0,5,7) 
हल (4) सही उत्तर है। 


उदाहरण 5 बिंदु (3, 2, -।) और (6, 2, -2) को मिलाने वाले रेखांखड पर स्थित कोई बिंदु ? है। 
यदि का +-निर्देशांक 5 है, तो उसका » निर्देशांक है 


(A) 2 (B) I (Osi (D) -2 
हल (4) सही उत्तर है। मान लीजिए कि ? रेखाखंड को ).: | के अनुपात में विभाजित करता है। तब, 


62.+3 
ए के + निर्देशांक को * के रूप में व्यक्त किया जा सकता है, जिससे ब्त 5 प्राप्त होता 


2\+2 
है। इस कारण ^ = 2 है। इस प्रकार, ? का + निर्देशांक क, च 2 है। 


उदाहरण 6 यदि एक रेखा +, », 2 अक्षों की धनात्मक दिशाओं से क्रमशः ०, 3, 7 कोण बनाती है 
तो इस रेखा की दिक्कोज्याएँ हैं; 
(A) sino, sinp,sinY (B) cosa, cos 3, cosY 
(C) ‘tan ०, tan 3, tanY (D) cos’ ०७, cos? 3, cos १ 
हल (8) सही उत्तर है। 
उदाहरण 7 ४-अक्ष से बिंदु ? (८, ५, ८) की दूरी है 


A) Jat CB) jab Obi D+ 
हल (0) सही उत्तर है। बिंदु ? (८, ७, ८) की बिंदु 0 (०,0, 0) से +9? +८? है। 


उदाहरण ।8 आकाश (स्पेस) में «-अक्ष की समीकरण हैं 
(A)x=0,y=0 (8) ४८50, 2८50 (Ox=0 (D) »5 0, 2 ८ 0 
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हल (9) सही उत्तर है। «-अक्ष पर » निर्देशांक और 2 निर्देशांक शून्य होते हैं। 
उदाहरण 9 कोई रेखा निर्देशांक अक्षों से बराबर कोण बनाती है। इस रेखा की दिक्कोज्याएँ हैं 


| —-] का 
७०३०.७०७ सं ज'ज'छ) ० ३-३-5) ण कफ हे, 
हल (8) सही उत्तर है। मान लीजिए कि रेखा प्रत्येक अक्ष से ७ कोण बनाती है। तब इसकी दिक्कोज्याएँ 


लागी क्योंकि | 
COS ०, COS ०, ०05 ०७ । क्योंकि ०052 ८ + ०052 ७० + ८०४? 0८ ] है इसलिए ८०७ ७ = होगा। 
3 


उदाहरण 20 से22 तक प्रत्येक में रिक्त स्थानों को भरिए- 


3 
उदाहरण 20 यदि एक रेखा », » और 7अक्षों से क्रमश ~” और ~ कोण बनाती हैं, तो इसकी 


दिक्कोज्याएँ होंगी। 





दितिक जया 7 37 7 जर्थात + [0 का ङ] है 
हल दिक्कोज्याएँ cos 7 cos ब cos तर र्थात्‌ १ 2 2 | 


उदाहरण 2। यदि कोई रेखा निर्देशांक अक्षों की धनात्मक दिशाओं के साथ कोण ८, 3, बनाती है, 
तो in? & + आ 3 + ऽ॥?१ का मान है। 





हल sin ७ + झा? B+ sin /॥ =(l-—cos’o)+ (l-— ०0४29) + (l- cosy) 


= 3 - (०0820 + ०0573 + ००5०) = 


उदाहरण 22 यदि एक रेखा » और ८ अक्षों में से प्रत्येक से प कोण बनाती है, तो रेखा द्वारा +- 


अक्ष के साथ बनाया गया कोण है। 
ग ग्र 
हल मान लीजिए यह +-अक्ष से कोण ७ बनाती है। तब, ८०४२०८ + C08? जत cos? ब्र्ता जिसे 


के 
सरल करने पर ८ = प्रप्त होता है। 
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उदाहरण 23 ओर 24 में बताइए कि कथन सत्य हैं या असत्य- 
उदाहरण 23 बिंदु (।, 2, 3), (-2, 3, 4) और (7, 0, ।) सरेखी है। 


हल मान लीजिए कि &, 8, € क्रमशः बिंदु (, 2, 3), (-2, 3, 4) और (7, 0, ।) हैं। तब, ७8 और BC 
रेखाओं में से प्रत्येक के दिकअनुपात -3, ।, । के समानुपाती हैं। अत: कथन सत्य हे। 


उदाहरण 24 बिंदु (3,5,4) और (5,8,) से होकर जाने वाली रेखा की सदिश समीकरण 
rF=3i+5j+4k+A(2i+37+ 70 है। 

हल बिंदुओं (3,5,4) और (5,8,।!) के स्थिति सदिश द॑ = 3† + 5} + 47, = 5 + 8} +॥/९ हैं। 

अतः रेखा की वाँछित समीकरण हैः 7 = + 5+4f + (2 +3)+ 70 

अतः, कथन सत्य है। 

]7.3 प्रश्‍नावली 

लघुउत्तरीय ($.4.) 

।. आकाश (स्पेस) में ऐसे बिंदु 4 के स्थिति सदिश ज्ञात कीजिए कि /, 0% से 60° 
झुका हुआ हो और 0४ से45° पर झुका हुआ हो तथा [OA = 0 इकाई है। 


2. उस रेखा का सदिश समीकरण ज्ञात कीजिए जो सदिश 3 -27+6 के समांतर है तथा बिंदु 
(,-2,3) से होकर जाती है। 





रेखाएँ -] ४-2४“ ८2-3 -4 अ हे 
3. दर्शाइए कि रेखाएँ 5 नर रु = ज और ब = = 2 प्रतिच्छेद करती हैं। साथ 


ही, इनका प्रतिच्छेद बिंदु भी ज्ञात कोजिए। 
4. रेखा =3ॐ-27+6+4(0+7+2f) और 7 =(27-5f) + (6 +37+2f) के बीच 
का कोण ज्ञात कीजिए 


5. सिद्ध कीजिए कि & (0, -।, -) और 8 (4, 5, ।) बिंदुओं से होकर जाने वाली रेखा 
€ (3, 9, 4) और D (- 4, 4, 4) बिंदुओ से होकर जाने वाली रेखा को प्रतिच्छेद करती है। 


6. सिद्ध कीजिए कि +=/५+4,2=7+5ऽतथा+=/)+4/,८=7) +5 रेखाएँ परस्पर लंब 
हैं, यदि pp +r +l=0. 


2/04/2048 


228 प्रश्न प्रदर्शिका 


7. उस समतल की समीकरण ज्ञात कीजिए, जो & (2, 3, 4) और 8 (4, 5, 8) बिंदुओं को मिलाने 
वाले रेखाखंड को समकोण पर समद्विभाजित करता है। 

8. उस समतल की समीकरण ज्ञात कीजिए, जो मूलबिंदु से 3./3 इकाई की दूरी पर है तथा 
जिसका अभिलंब निर्देशांक अक्षों से समान झुकाव पर है। 


9. यदि किसी बिंदु (-2, - ।, - 3) से होकर खींची गई रेखा किसी समतल को समकोण पर बिंदु 
(।, - 3, 3) पर मिलती है, तो उस समतल की समीकरण ज्ञात कीजिए। 


0. बिंदुओं (2, ।, 0), (3, -2, -2) और (3, ।,7) से होकर जाने वाले समतल का समीकरण ज्ञात कीजिए। 
।. मूलबिंदु से होकर जाने वाली उन दो रेखाओं के समीकरण ज्ञात कीजिए जिनमें से प्रत्येक रेखा 





त = > =. को 3 के कोण पर प्रतिच्छेद करती है। 


2. उन रेखाओं के बीच का कोण ज्ञात कीजिए जिनकी दिक्कोज्याएँ ।+ +7 = 0 तथा 
P +m? -- #2 = 0 समीकरणों से प्राप्त होती हैं। 


।3. यदि किसी चर रेखा की दो आसन्न स्थितियों में दिक्कोज्याएँ (77, 7. और!+ 0, #+ ७४, # + 
हैं तो दर्शाइए कि इन दो स्थितियों के बीच में छोटा कोण 66 निम्नलिखित से प्राप्त होगा। 


66? = 82 + Om? + 0४? 


4. 0मूल बिंदु है तथा (७, £, ८) बिंदु ^ को प्रदर्शित करते हैं। रेखा 04 की दिक्कोज्याएँ ज्ञात कीजिए 
तथा ^ से होकर जाने वाले और 04 से समकोण पर रहने वाले समतल की समीकरण ज्ञात कीजिए। 


5. समकोणिक अक्षों की दो पद्धतियों का एक ही मूल बिंदु है। यदि कोई तल इनको मूल बिंदु से 
क्रमशः ०, 2, ८ और ८“, ४”, ८' पर काटता है, तो सिद्ध कीजिए कि 





दीर्घ उत्तरीय (:.4&.) 





बिंदु 4- I-z | 
6. बिंदु (2,3,-8) से रेखा न ~= ठति = पर डाले गए लंब का पाद ज्ञात कीजिए। साथ ही, 


इस बिंदु से रेखा की लांबिक दूरी भी ज्ञात कोजिए। 
x+5 3 __ 4८ 6 


7. बिंदु (2,4,-]) की रेखा . F नल 





से दूरी ज्ञात कीजिए। 
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बिंदु 3 लंबाई 
बिंदु [४ 2 से समतल 2४ - 2 + 42+ 5 = 0 पर डाले गए लंब की लंबाई और उसका 
लंब पाद ज्ञात कीजिए। 


बिंदु (3,0,।) से होकर जाने वाली उस रेखा के समीकरण ज्ञात कीजिए, जो ++ 2) = 0 और 
3 - 2 = 0 समतलों के समांतर हैं। 


उस समतल की समीकरण ज्ञात कीजिए, जो (2,।,-।) और (-,3.4) बिंदुओं से होकर जाता है 
तथा समतल +- 2) + 42 = ।0 पर लंब है। 

रेखाओं #-(8+39/-(9+69) /+ (00+792.)6 और 7 =57+297+5k+u (४ +87-5f) 
बीच की लघुत्तम दूरी ज्ञात कीजिए। 


उस समतल की समीकरण ज्ञात कीजिए जो समतल 5५+3)+62+8=0 पर लंब है तथा जिसमें 
x+2)+3८-4=0और2५+५-2+5=0 समतलों की प्रतिच्छेदन रेखा अंतर्विष्ट है। 


समतल ८४+ ७) = 0 को इसकी समतल ट = 0 के साथ प्रतिच्छेदन रेखा के परितः कोण ७ 
पर घुमाया जाता हैं। सिद्ध कीजिए कि उस समतल का अपनी नई स्थिति में समीकरण 


ax + by +(\/a? +b? tan ०) 2 = 0 है। 


समतल ह .(† +37) -6=0 और 7 : (3 - 7-4) = 0 केप्रतिच्छेदन से होकर जाने 
वाले उस समतल की समीकरण ज्ञात कीजिए, जिसकी मूल बिंदु से लांबिक दूरी इकाई है। 


दर्शाइए कि बिंदु (/-7+3/#) और 3(/ + 7+#) समतल 7.(5#+27-7/)+9=0 से समदूरस्थ 
है तथा इसके विपरीत ओर स्थित हैं। 

AB=3 7+ और C0=-3£+27+4# दो सदिश हैं। बिंदु 4 और € के स्थिति सदिश 
क्रमशः 6†+77+4£ और -97+24 हैं, रेखा AB पर स्थित बिंदु ? और रेखा ८ पर स्थित 
बिंदु 0 के स्थिति सदिश ज्ञात कीजिए ताकि P0 , 48 और ठ दोनों पर लंब हो। 





दर्शाइए कि वे सरल रेखाएँ जिनकी दिक्कोज्याएँ समीकरणों 27+ 27-7 =0 औरmn +nl+Im=0 
से प्राप्त होती है परस्पर समकोण हैं। 
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28. 


प्रश्न प्रदर्शिका 


यदि | ३ 63 mM Ny; 4 » 7, 7५ तीन परस्पर लंब रेखाओं की दिक्कोज्याएँ हैं , तो सिद्ध 
कीजिए कि वह रेखा, जिसको दिक्कोज्याएँ l, + | + Ly क + ॥, केमते ॥, + ४५ के 
समानुपाती हैं, उपरोक्त रेखाओं से बराबर कोण बनाती हैं। 


वस्तुनिष्ठ प्रश्न 
प्रश्‍न 29 से 36 तक प्रत्येक में दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए- 


29, 


30. 


3 


32. 


3६ 


34. 


35. 


36. 


बिंदु (०,ह,)) की )-अक्ष से दूरी हे 


(A) B (B) || (©) |Bl+hl OD) बढ की 
यदि एक रेखा की दिक्कोज्याएँ #, #, # हैं, तो 


I I 
CO) k= 7 मय 49 ओ 
(A) k>0 (B) O<k<] (0) k=] (0) *5 ६ याई दर 


se De 6s 
मूल बिंदु से समतल 7 (4 क ड) | की दूरी है 
(A) I (B) 7 (C) - (D) इनमें से कोई नहीं 


४-2 _»-3 क्द्‌^ 





सरल रेखा कु कु हे और समतल 2:-29+ 5-5 के बीच के कोण की 
sine है 

_0_ 4 हे 2५3 2 
A) द Bo COS OF 


«समतल में बिदु (०,,)) का परावर्तन है 

(A) (०,ह,0) (3) (0,0,Y) (C) CoB) (00) (०,ह,-१) 

चतुर्भुज ABCD, जहाँ &(0,4,), 8 (2, 3, -]), (4, 5, 0) और D (2, 6, 2) है, का क्षेत्रफल 
बराबर है। 


(A) 9 वर्ग इकाई (8) ]8 वर्ग इकाई (C) 27 वर्ग इकाई (0) 8। वर्ग इकाई 
५ +)2 = 0 द्वारा निरूपित बिंदुपथ है 
(^) लंब रेखाओं का एक युग्म (B) समांतर रेखाओं का एक युग्म 


(0) समांतर समतलों का एक युग्म (D) लंब समतलों का एक युग्म 
समतल 2४-3+62-।=0, *- अक्ष के साथ ऽं॥'(०८) का कोण बनाता है। ० का मान है। 


v3 2 


A क co); D) > 
MS ©; (0) ॐ 
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त्रिविमयि ज्यामिति 23 


प्रश्‍न 37 से 4] तक प्रत्येक में रिक्त स्थानों को भरिए- 
37. एक समतल (2,0,0) (0,3,0) और (0,0,4) बिंदुओं से होकर जाता है। इस समतल की 
समीकरण __ हे। 


38. सदिश (2#+2)-/) की दिक्कोज्याएँ _हैं। 





-3 +4 —6 
39. रेखा ~ र ह वा र र को सदिश समीकरण है। 
40. बिंदु (3,4,-7) और (।,-,6) से होकर जाने वाली रेखा की सदिश समीकरण है। 
4।. समतल 7.(‡ + }-£)=2 का कार्तीय समीकरण है। 


प्रश्न 42 से 49 तक प्रत्येक में सत्य या असत्य कथन बताइए- 


अभिलंब ] A 2 A 3 कल 
42. समतल £४+29+32:-6-0 पर अभिलंब एकक (या मात्रक) सदिश तः Ea स हहा ‰ है। 








निदशांक अक्ष है! 4 4 
43. समतल 2४ - 3) + 52+4 = 0 द्वारा निर्देशांक अक्षों पर काटे गए अंतःखंड -2, दड है। 


44. रेखा 7 = (5; -}-4£)+4(2† -7 +) और समतल 7.(3-47-£)+5=0 के बीच 


. 5 
9 त 
का कोण ठ है। 


_ + = 
45. समतल 7.(2†-37+#)=। और 7. ~ 7) = 4 के बीच का कोण ००४ ज दै 


46. रेखा 7= 2 -37-£+॥( - )+2/) समतल 7,(3† +7 -£)+ 2 =0में स्थित है। 


x-5S_y+4 _ 7-6 
3 7 2 


48. बिंदु (5,-2,4), से होकर जाने वाली और 2/+7+3# के समांतर रेखा की समीकरण 


47. रेखा 





सदिश समीकरण 7 = 57 -47+6£+ 4(3£ +77 +2) है। 





XSAN 2-74 
2N\ I 3 है 
49. यदि मूल बिंदु से किसी समतल पर खींचे गए लंब का पाद (5, - 3, - 2), है, तो उस समतल 


की समीकरण F.(57-37-2/) =38 है। 


— >” © का 
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